OPTIMIZACION EN UNA VARIABLE

Los problemas de optimizacion desembocan en la busqueda del maximo absolu-
to y el minimo absoluto de una funcién en su dominio o en una parte de €él.

Un problema tipico de optimizacion es el siguiente:

En una determinada finca se quiere construir un pozo cilindrico de volumen V
con el minimo hormigon posible, ;cudl debe ser la profundidad del pozo?.

Evidentemente para construir el pozo de volumen ¥, bastard y sera necesario co-
nocer la altura y el radio de la base (4 y r), dado que pozos de volumen V hay infinitos.
Se trata, pues, de encontrar los valores de h y r para los que el hormigén utilizado es mi-
nimo y el volumen del pozo es V. El hormigén se utiliza para construir la superficie la-
teral del cilindro y la superficie de la base inferior del mismo, por lo que la cantidad de
¢éste sera minima si lo es la suma de la superficie lateral y la superficie de la base del ci-
lindro. En términos matematicos si 4 y » son la altura y el radio del cilindro, la suma de
las dos superficies vendra dada por la expresion 2774 + 77-* . Ademas el volumen del ci-

: 4 .
lindro es V, por lo que 77*h =V, de donde h = ? Podemos decir, entonces, que la
superficie lateral mas la superficie de la base de todos los conos de volumen V viene
2V
dada por — + 77
r

Obsérvese que podemos formular el problema real en términos matematicos,
como sigue:

Encontrar las dimensiones del pozo cilindrico de minimo hormigdn posible entre
todos los de volumen V, es equivalente a encontrar el minimo absoluto de la funcion
r=Lin.

r

Claro esta que ademas de conocer la funcién que deseamos minimizar, debemos
saber en qué intervalo tenemos que hacerlo. Con independencia del dominio de la fun-
cion, el intervalo donde debemos minimizarla sera aquél donde dicha funcion represente
la suma de éareas de los cilindros de volumen V. Este intervalo, que no coincidird nece-
sariamente con el dominio de la funcidn, es (0, 00) . El dominio de la funcioén es mas am-
plio, para r negativos también existe, pero la funcidon no representa lo que nos interesa.

Una vez escrito en términos matematicos el problema consistira en minimizar,
en este caso, 0 maximizar, en otros, una funcién en un determinado intervalo.

Daremos aqui unos criterios para maximizar o minimizar funciones en distintos
intervalos aplicandolos posteriormente, como ejemplo, al problema anterior.

Dada una funcion f(x) definida en el intervalo I, se dice que f alcanza el maxi-

mo absoluto en xo, si f(xy) 2 f(x) Ox0O1, f{x,) es el maximo de la funcién. Analoga-

mente, se dice que f alcanza el minimo absoluto en yy, si f(¥,) < f(x) OxO1, f{yy) es
el minimo absoluto.

Un importante teorema de existencia asegura que las funciones continuas en un
intervalo cerrado, [a,b], tienen maximo y minimo absoluto. Es evidente que este teore-
ma no permite el clculo de los madximos y minimos pero, al menos, proporciona la se-
guridad de que lo buscado existe.

Teorema 1: Sea f :(a,b) » R una funcién que alcanza el maximo absoluto en

x, O(a,b), si fes derivable en x, entonces f”(x;)=0.
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, puesto que f(x;) es el maximo

S(xg +h) = f(x))
h

Demostracion: f'(x,) = %n%a

absoluto de la funcion en el intervalo (a,b), se tiene que f(x, + /)= f(x,) <0, lo que

S Gro + 1)~ f(x) S g + 1)~ (%)
h h

implica, para & >0, <0 vy, para 4<0, =20, por lo

que f’(xg) no puede ser otra cosa que 0.

Teorema 2: Sea f :(a,b) - R una funciéon que alcanza el minimo absoluto en
x, U(a,b), si f es derivable en X,entonces f'(x,)=0.

Manejando convenientemente el teorema de existencia y los dos teoremas prece-

dentes se puede calcular el maximo absoluto y el minimo absoluto de una funcién conti-
nua en un intervalo cerrado.

Efectivamente, sea f : [a,b] — Runa funcién continua, por lo que el maximo y
el minimo absolutos existen.

Si el maximo o el minimo se alcanzan en el interior del intervalo, es decir en
(a,b), y la funcion es derivable, se tiene que f”(x)=0. Por tanto, el maximo y el minimo
absoluto se obtendrd buscando los puntos que satisfacen la ecuaciéon f”(x)=0, los puntos
donde la funcién no es derivable y los extremos del intervalo, a y b. Obtenidos todos es-
tos puntos, se sustituyen en la funcion y el mas grande sera el maximo, siendo el mini-
mo el mas pequeio.

El problema se complica ligeramente si la funcion estd definida en un intervalo
abierto. En este caso, si la funcion es derivable, el maximo o el minimo absoluto, en
caso de que existan, se alcanzaran en los puntos que cumplan f’(x)=0. Localizados estos
puntos tendremos que estudiar el comportamiento de la funcidn en el intervalo de inte-
rés para definir claramente qué punto es el maximo, qué punto es el minimo o si no
existen uno u otro. Los instrumentos que se pueden utilizar para el estudio del compor-
tamiento de un punto candidato a maximo o minimo absoluto, es el signo de la primera
derivada. Derivada positiva a la derecha del punto y negativa a la izquierda, indica cre-
cimiento a la derecha del punto y decrecimiento a la izquierda, lo que implicaria que el
punto es un minimo absoluto, siempre que este crecimiento se mantenga en todo el in-
tervalo a la derecha del punto y el decrecimiento se mantenga en todo el intervalo a la
izquierda del punto. Anidlogamente, derivada positiva a la izquierda del punto y negati-
va a la derecha del punto indica que en éste se alcanza un minimo absoluto.

El estudio de la funcion tendrd que ser mas detallado si el crecimiento o decreci-
miento no se mantienen en todo el intervalo a la derecha o izquierda del punto que hizo
cero la funcién derivada, y, por tanto, candidato a maximo o minimo.

Si el intervalo es semiabierto se procederd como en el caso de intervalo abierto,
incluyendo en el estudio el extremo del intervalo que corresponda.

En el ejemplo con que empezamos el estudio de la optimizacion el intervalo en
el que se desea encontrar el minimo de la funcion es (0, 00) , por lo que, de momento,
solo podremos buscar los candidatos, éstos seran los que hagan cero la derivada de la

., V =2V ) ..
funcion f(r) ==—+7", como sabemos f'(r)= —— + 277, los candidatos a minimo
r r

absoluto seran los valores de » que hagan cero la ecuacion +277 =0, es decir el

r

candidato es » =3|— . Para determinar si este punto es un maximo o un minimo o nin-
T
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guna de las dos cosas, observemos que f’(7)>0 [r > 3\/Z y f(r)<0 Or < 3\/2, por lo
T T

que la funcién se mantiene creciente a la derecha del candidato y decreciente a la iz-

. . . 4 ,

quierda del candidato, lo que determina que » =3|— es el punto donde f alcanza el mi-
T

nimo absoluto. La traduccion a la situacion real de este resultado matematico no pude
ser més evidente. El pozo cilindrico de volumen V con minimo gasto de hormigén es

=
4 h=——7
aquel que tenga por radio de la base » =3|— y por altura 14 a , siendo la can-
T v
T

V
tidad de hormigén minima a utilizar f E\/; E
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